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PROLOGO

La presente publicacion desarrolla los poliedros regulares, centrandose exclu-
sivamente en ese tema.

Existe un nimero muy elevado de relaciones curiosas, coincidencias y parti-
cularidades geométricas entre los poliedros regulares que hacen referencia funda-
mentalmente a inscribir, circunscribir e interseccionar unos poliedros con otros; por
ejemplo, “uniendo los puntos medios de las aristas del tetraedro, excepto aquellos
puntos medios de aristas que sean opuestas al centro geométrico, obtenemos un
octaedro inscrito al tetraedro cuya magnitud de la arista es la mitad de la arista del
tetraedro”. El estudio de esas curiosidades geométricas excede el objeto y la inten-
cion de este, trabajo monografico sobre “poliedros regulares convexos”. Lo mismo
podriamos decir de los POLIEDROS SEMIREGULARES. Si estudiamos los PO-
LIEDROS CONJUGADOS porque esa coincidencia y particularidad se produce
sistematicamente en los cinco poliedros regulares y por tanto es susceptible de una
racionalizacién y explicacidn global de la misma.

Se ha procurado en este trabajo huir de un enfoque aritmético matematico so-
bre poliedros centrandonos en un enfoque visual, intuitivo y geométrico de esta
materia, como le corresponde, considerada como parte de la asignatura de GEO-
METRIA DESCRIPTIVA.

En los primeros capitulos “ANGULOS DIEDROS, TRIEDROS Y POLIE-
DROS” Y “POLIEDROS”, se han recopilado los axiomas, definiciones y teoremas
que inciden sobre la materia objeto de este trabajo y que su exposicidn previa es
imprescindible para una comprension total de los poliedros regulares.
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NOMENCLATURA'Y SIMBOLOGIA UTILIZADA

A Punto A del espacio

a Proyeccion horizontal del punto A

a’ Proyeccion vertical del punto A

a” Tercera proyeccion del punto A; o sea proyeccion sobre un plano de perfil
del punto A

(A) Posicion abatida del punto A
A; Posicion del punto A en el espacio después del primer giro o cambio de

plano

A, Posicion del punto A en el espacio después del segundo giro o cambio de
plano

a; Nueva proyeccion horizontal de A después del primer giro o cambio de
plano

a’; Nueva proyeccion vertical de A después del primer giro o cambio de plano

Perpendicularidad entre R y S

H'%
/ Paralelismo entre Ry S
5
-~
o .
:.-_-’ & Igualdad de angulos entre o y B
. 2
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Ch  Charnela

Ay Sombra arrojada del punto A sobre el plano horizontal de proyeccion
Ac  Sombra arrojada del punto A sobre el plano vertical de proyeccion
Ay Azimut solar

h Altura solar



POLIEDROS REGULARES. —Geometria descriptiva

TEMAI

ANGUL OSDIEDROS, TRIEDROS
Y POLIEDROS

1.1 DEFINICIONES:

ANGULO DIEDRO: Aquella porcion del espacio comprendida y limitada
por dos semiplanos que tienen en comun la recta que los define, (Fig. 1)
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Figura 1

ANGULO TRIEDRO: (Definicion 1);Aquella porcion del espacio com-
prendida y limitada por tres diedros, en los cuales las rectas que delimitan los res-
pectivos semiplanos de los diedros tienen un punto comun, (Fig.2)
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Figura 2

El diedro AB, BC y AC forman triedro, si se cumple, que la recta AB, la recta
BC y la recta AC, tienen un punto comun.
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(Definicién 2); Aquella parte del espacio comprendida y limitada por tres pla-
nos que se cortan dos a dos y tienen un punto comun, (Fig. 2)

ANGULO POLIEDRO: Aquella parte del espacio comprendida y limitada por
varios planos que se cortan dos a dos y tienen un punto comun, (Fig. 3)

we-lice

Figura 3

PARTES DE UN ANGULO POLIEDRO: ARISTA: interseccion de dos ca-
ras. VERTICE: punto comiin de todas las aristas. CARA: Porcién de plano com-
prendida entre dos aristas consecutivas.

Dentro del concepto geométrico de ANGULO POLIEDRO conviene diferen-
ciar a su vez dos conceptos ligados a ¢l; en todo angulo poliedro podremos hablar
siempre de dos “angulos”: (Fig. 4).

ANGULO DE UNA CARA: Es el angulo que una cara -que es una porcion de
plano limitada por dos aristas consecutivas- forma entre sus aristas.

ANGULO DE UN DIEDRO: Es el angulo que un diedro concreto, del angulo
poliedro, forma entre las caras que lo configuran

-— AHNGULDE 2E LH4 CoR4

-

o= = AHGULEG OF a0 E JARG

Figura 4
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Los angulos poliedros reciben nombre propio segin el nimero de caras que concu-
rren en su vértice, asi tendremos:

DENOMINACION
ANGULO POLIEDRO DE TRES CARAS ANGULO TRIEDRO
ANGULO POLIEDRO DE CUATRO CARAS  ANGULO TETRAEDRO
ANGULO POLIEDRO DE CINCO CARAS ANGULO PENTAEDRO
ANGULO POLIEDRO DE SEIS CARAS ANGULO HEXAEDRO

1.2. ANGULO POLIEDRO CONVEXO Y CONCAVO:
Los angulos poliedros se clasifican en concavos o convexos segun que la sec-

cion producida por un plano que corte a todas las aristas sea un poligono concavo o
convexo, (Figs. 5y 6)

ang.lc Lo =dro CCORTdwm Ay 1G P IE S0 Q0T vt ae
FiguraSy 6
1.3. ANGULOS POLIEDROS OPUESTOS POR EL VERTICE:
Los angulos poliedros son opuestos por el vértice cuando se da la cir-

cunstancia de que las aristas de uno y otro son respectivamente semirrectas perte-
necientes a una misma recta, (Fig. 7)

Figura 7
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1.4. TIPOSDE ANGULOS TRIEDROS:

Esta clasificacion se hace en base a comparar unas caras con otras, deno-
minaremos:

ESCALENO: Cuando las tres caras son desiguales.

ISOSCELES: Cuando tienen dos caras iguales.

EQUILATERO: Cuando tienen las tres caras iguales.
TRIRRECTANGULO: Cuando sus diedros y caras son rectas.
BIRRECTANGULO: Cuando tiene inicamente dos diedros rectos.

1.5. IGUALDAD DE ANGULOS TRIEDROS:

Dos triedros son iguales, cuando tienen sus diedros y sus caras respecti-
vamente iguales,

Para demostrar que dos triedros son iguales, no es necesario verificar que to-
dos sus elementos son iguales, sino que dada la interrelacion existente entre ellos,
bastara demostrar que tres elementos debidamente elegidos sean iguales, pudiéndo-
se dar los siguientes casos:

1°.Dos angulos triedros que tienen sus tres caras respectivamente iguales, son
iguales.

2°.Dos angulos triedros que tienen dos caras y el diedro comprendido respecti-
vamente iguales, son iguales.

3°.Dos angulos triedros que tienen una cara y los dos diedros adyacentes respec-
tivamente iguales, son iguales.

4°.Dos angulos triedros que tienen sus tres diedros respectivamente iguales, son
iguales.

1.6. IGUALDAD DE ANGULOS POLIEDROS:

Dos angulos poliedros son iguales cuando se pueden descomponer en igual
numero de angulos triedros iguales.

1.7. TEOREMAS DE LOSANGUL OS TRIEDROS:

TEOREMA 1: En todo angulo triedro, el angulo de una cara es menor que la
suma de los dos dngulos de las otras caras y mayor que su diferencia.

TEOREMA II: En todo angulo triedro, la suma de los dngulos de los diedros
es mayor que dos rectos y menor que seis rectos.
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1.8. TEOREMASDE LOSANGULOSPOLIEDROS:

TEOREMA 1: En todo angulo poliedro, el angulo de una cara es menor que la
suma de los angulos de las demas caras.

TEOREMA II: En todo angulo poliedro convexo, la suma de los angulos de
Sus caras €s menor que cuatro rectos.

TEOREMA III: En un angulo poliedro de n caras, la suma de los angulos de
sus diedros es mayor que 2 (n-2) rectos y menor que 2n rectos.

11
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TEMAI

POLIEDROS
2.1. DEFINICION:

Poliedro es aquella porcion del espacio cerrada y limitada por superficies pla-
nas poligonales de tal forma que cada lado pertenece simultaneamente a dos poli-
gonos continuos y dos poligonos cualesquiera con un lado comin pertenecen a
distintos planos.

2.2. PARTESDE UN POLIEDRO:

CARA: Porcioén de plano de contorno poligonal que limita al poliedro.

ARISTA: Interseccion de dos caras.

VERTICE: Interseccion de las aristas.

ANGULOS DIEDROS: Los formados por dos caras que tienen una arista co-
mun.

ANGULOS POLIEDROS: Los formados por varias caras que tienen un vérti-
ce comun.

DIAGONAL: Segmento de recta que une dos vértices no situados en una
misma cara y que contiene al centro geométrico del poliedro.

Definiremos SUPERFICIE de un poliedro, a la suma de la superficie de sus
caras.

Definiremos VOLUMEN de un poliedro al interior y delimitado por sus caras.

2.3. POLIEDROS CONVEXOSY CONCAVOS:
Un poliedro es convexo cuando todo ¢l esta ubicado en el mismo semiespacio

determinado por los planos que forman sus caras. Siendo concavo en caso de no
cumplirse lo anterior.

2.4. POLIEDROSIGUALES:

Dos poliedros son iguales si tienen iguales sus caras, aristas, angulos diedros y
angulos poliedros.

2.5. POLIEDROSEQUIVALENTES:

Dos poliedros son equivalentes cuando tienen el mismo volumen.

13
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2.6. POLIEDROSREGULARES:

Un poliedro es regular cuando tiene todos sus angulos poliedros iguales, sien-
do todas sus caras poligonos regulares.

De las definiciones y teoremas anteriormente expuestos llegamos a la conclu-
sion de que el NUMERO DE POLIEDROS REGULARES CONVEXOS ES LI-
MITADO. En efecto, recordemos los axiomas, definiciones y teoremas que nos
limitan el nimero de poliedros regulares convexos, pues actian como multiples
condicionantes geométricos referidos tanto a los poliedros en si, como a los angu-
los poliedros que los configuran.

I LAS CARAS DE UN POLIEDRO REGULAR CONVEXO DEBERAN
SER IGUALES Y SER POLIGONOS REGULARES.

II PARA QUE PUEDA FORMARSE UN ANGULO POLIEDRO HACE
FALTA, AL MENOS TRES CARAS.

III LA SUMA DE LOS ANGULOS DE LAS CARAS CONCURRENTES
EN EL VERTICE DE UN ANGULO POLIEDRO DEBE SER SIEMPRE MENOR
QUE 360°.

2.7. POSIBLESPOLIEDROS REGULARES CONVEXQOS:

Partamos de la hipotesis de que las caras de un poliedro son triangulos equila-
teros y veamos cuantos poliedros nos salen con ese poligono como cara. Para ello
comprobemos el cumplimiento de las tres condiciones anteriores:

El angulo poliedro compuesto por TRES CARAS (triangulos equilateros):

CUMPLE: el primer condicionante, al ser las caras poligonos regulares.

CUMPLE: el segundo condicionante, para que se pueda formar un angulo po-
liedro hacen falta al menos tres caras.

CUMPLE: el tercer condicionante: 3 x 60 °= 180 ° <360 °.

En efecto:

“CUATRO TRIANGULOS EQUILATEROS UNIDOS DE TRES EN TRES
DAN ORIGEN AL TETRAEDRO REGULAR?”, (Fig. 8).

Figura 8
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El 4ngulo poliedro compuesto por CUATRO CARAS (triangulos equilateros):

CUMPLE:EI primer condicionante; las caras son poligonos regulares.

CUMPLE:EI segundo condicionante; para que se pueda formar un angulo po-
liedro hacen falta al menos tres caras.

CUMPLE:EI tercer condicionante; 4 x 60 ° =240 ° <360 °.

En efecto:

OCHO TRIANGULOS EQUILATEROS UNIDOS DE CUATRO EN CUA-
TRO DAN ORIGEN AL OCTAEDRO REGULAR, (Fig.9).

Figura 9

El angulo poliedro compuesto por CINCO CARAS (triangulos equilateros).

CUMPLE: El primer condicionante, las caras son poligonos regulares.

CUMPLE: El segundo condicionante, para que se pueda formar un angulo po-
liedro hacen falta al menos tres caras.

CUMPLE: El tercer condicionante, 5 x 60° = 300° <360°.

En efecto:

VEINTE TRIANGULOS EQUILATEROS UNIDOS DE CINCO EN CINCO
DAN ORIGEN AL ICOSAEDRO REGULAR. (Fig. 10).

Figura 10
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Si intentaramos un nuevo angulo poliedro compuesto por SEIS CARAS (triangulos
equilateros), nos incumpliria uno de los condicionantes expuestos, en efecto:
6x 60°=360"°.

Imposibilidad, por tanto, de formar un angulo poliedro y hemos agotado la
formacion de posibles poliedros regulares que tengan por caras tridngulos equiléte-
10S.

Partamos de la hipotesis de que las caras de un poliedro son cuadrados y vea-
mos cuantos poliedros nos salen con este poligono como cara.

El angulo poliedro compuesto por TRES CARAS (cuadrados).

CUMPLE: Con el primer condicionante, las caras son poligonos regulares.

CUMPLE: Con el segundo condicionante, para que se pueda formar un angu-
lo poliedro hacen falta al menos tres caras.

CUMPLE: Con el tercer condicionante, 3 x 90 °©=270° <360 °.

En efecto:

SEIS CUADRADOS UNIDOS DE TRES EN TRES DAN ORIGEN AL

HEXAEDRO O CUBO. (Fig. 11)

L

T-—'-l b =

Figura 11

Si intentaramos formar un angulo poliedro con cuatro cuadrados tendriamos 4
x 90°=360".

Imposibilidad, por tanto, de que existan angulos poliedros y poliedros regula-
res, compuestos por cuatro caras o mas, siendo el poligono de la cara un cuadrado.

Partamos de la hipdtesis de que las caras de un poliedro son pentagonos regu-
lares.

El angulo poliedro compuesto por tres caras (pentagonos).

CUMPLE: El primer condicionante, las caras son poligonos regulares.

CUMPLE: El segundo condicionante, para que se pueda formar un angulo po-
liedro hacen falta, al menos, tres caras.

CUMPLE: El tercer condicionante, 3 x 108° = 324° < 360°

16
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En efecto:
DOCE PENTAGONOS REGULARES UNIDOS DE TRES EN TRES
DAN ORIGEN AL DODECAEDRO REGULAR, (Fig. 12).

Figura 12

Partamos de la hipotesis de un posible poliedro regular convexo cuyas caras
fueran hexagonos regulares.

Incumpliria en tercer condicionante, dado que, 3 x 120 ° =360 °.

Imposibilidad por tanto, de que se forme un poliedro regular.

Si intentaramos que se formaran poliedros regulares convexos en algiin caso
distinto de los estudiados, comprobariamos que tal intento es infructuoso, quedan-
do reducido el numero de poliedros regulares convexos a CINCO.

2.8 ARISTASY VERTICESDE LOSPOLIEDROSREGULARES:

Dado que cada arista de un poliedro es la interseccion de dos caras; la suma
de lados de todas las caras serd el doble del numero de aristas. Luego tendremos
que siendo C el nimero de caras y L el nimero de lados de cada cara:

N° de aristas del poliedro = %

Podemos afirmar que el nimero de aristas de un poliedro es igual al

“SEMIPRODUCTO DEL NUMERO DE CARAS POR EL NUMERO DE

LADOS DE CADA CARA”.

Si en cada vértice del poliedro concurren n vértices de las caras, el nimero de
vértices del poliedro serd la enésima parte de la suma de todos los vértices de las
caras.
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Denominando n al nimero de caras que concurren en cada vértice, tendremos
con la misma nomenclatura:
LxC

N° de vértices del poliedro =

Lo que podemos expresar literariamente diciendo: “EL NUMERO DE VER-
TICES DE UN POLIEDRO ES IGUAL AL PRODUCTO DEL NUMERO DE
CARAS, POR EL NUMERO DE LADOS DE CADA CARA, DIVIDIDO POR EL
NUMERO DE CARAS QUE CONCURREN EN CADA VERTICE”.

2.9. TEOREMA DE EULER:

Este teorema relaciona el nimero de caras, aristas y vértices existentes en un
poliedro regular convexo y su enunciado es el siguiente:

“EN TODO POLIEDRO REGULAR CONVEXO LA SUMA DEL NUME-
RO DE CARAS Y EL NUMERO DE VERTICES ES IGUAL AL NUMERO DE
ARISTAS MAS DOS”.

C+V=A+2

DEMOSTRACION:

Imaginemos una superficie poliédrica ABIERTA segln una linea poligonal
ABCDEFGH (Fig. 13), la mencionada superficie cumple en sus elementos la si-
guiente relacion:

C+V=A+1

Figura 13
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Para demostrar la anterior expresion utilizaremos el “principio de induccion™:

Se cumple para una cara; 1+ V=A + 1

En efecto, en el caso de una sola cara el nimero de vértices es igual al nlimero
de aristas.

Se cumple para n caras, en efecto, en la figura 13 se cumple:

C+V=A+1 (1)
10+20=29+1

Si afiadiéramos una cara mas -la CDEFG- el poliedro tendria n + 1 caras y es-
taria abierto por la cara ABCGH (Fig. 14) la cara afadida tiene n lados y n vértices,
pero como la superficie poliédrica sigue abierta, el contorno de la cara afnadida no
puede coincidir con la poligonal que existia antes de afiadir la cara, Unicamente
coincidiran q de los n lados, por tener solo q lados comunes con la superficie. La
cara anadida y la superficie tendran q + 1 vértices comunes. Luego las caras son
ahora C + 1, los vértices V + n - (q + 1) y las aristas A + n —q, sustituyendo lo
anterior en la expresion que intentamos demostrar (1) tendremos:

C+l+V+n-(q+1)=A+n—-q+1

Eliminando elementos comunes en ambos lados de la igualdad obtendremos:
C+V=A+1

B

Figura 14
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Luego la expresion (1) estda demostrada.

Al afiadir la ultima cara que cierra la superficie poliédrica, la ABCGH (Fig.
14), el nimero de vértices y aristas no aumenta, pero si aumenta en una unidad el
numero de caras, luego en la féormula (1) que acabamos de demostrar si el primer
miembro de la igualdad ha aumentado en una unidad para que persista la igualdad
deberemos de aumentar el segundo miembro en una unidad, entonces:

C+V=A+2
Luego el Teorema de Euler queda demostrado.

Aplicando el Teorema de Euler en los poliedros regulares tendremos el si-
guiente cuadro de elementos:

POLIEDRO CARAS ARISTAS VERTICES CARAS ANGULO POLIEDRO

TETRAEDRO 4 6 4 TRIANGULO TRIEDRO
HEXAEDRO 6 12 8 CUADRADO TRIEDRO
OCTAEDRO 8 12 6 TRIANGULO TETRAEDRO
DODECAEDRO 12 30 20 PENTAGONO TRIEDRO
ICOSAEDRO 20 30 12 TRIANGULO PENTAEDRO

2.10. RELACION DE LASESFERAS CON TODOSLOSPOLIEDROS:

Todo poliedro regular convexo admite siempre tres tipos de esferas con ¢l re-
lacionadas:

La ESFERA CIRCUNSCRITA (tangente a todos sus vértices)

La ESFERA INSCRITA (tangente a todas sus caras)

LA ESFERA TANGENTE A LAS ARISTAS

Cuyos centros coinciden con el centro geométrico del poliedro.

2.11. LA SECCION PRINCIPAL DE LOSPOLIEDROS:

Definiremos SECCION PRINCIPAL de un poliedro, a aquella seccién plana
en la cual estan contenidas y por tanto definidas las magnitudes de los ELEMEN-
TOS DETERMINANTES del poliedro.

Para que un poliedro quede definido bastara saber la magnitud de uno so6lo de
esos elementos determinantes; pues dada la interrelacion existente entre ellos, fi-
jando la magnitud de uno, queda fijada la magnitud de los restantes. Podemos defi-
nir, por tanto, como ELEMENTOS DETERMINANTES a aquellos elementos de
un poliedro regular que por si solos determinan y definen al propio poliedro.

20
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En la seccion principal estdn también contenidos los radios de las circunfe-
rencias anteriormente mencionadas y que denominaremos de la siguiente forma:
RADIO DE LA CIRCUNFERENCIA CIRCUNSCRITA R
RADIO DE LA CIRCUNFERENCIA INSCRITA r
RADIO DE LA CIRCUNFERENCIA TANGENTE A LAS ARISTAS r’
La obtencion de la seccion principal es, por tanto, un paso previo impres-
cindible para la representacion del poliedro en cualquier Sistema de Representa-
cion.
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